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Lecons associées :

— 123 : Corps finis. Applications.

— 125 : Extension de corps. Exemples et applications.

— 141 : Polynémes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications.
— 144 : Racines d'un polyndéme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applications.
— 190 : Méthodes combinatoires, problemes de dénombrement.

Le but de ce développement est de montrer le théoréeme suivant :

Théoreme. On note P,(d) l’ensemble des polynomes irréductibles de degré d sur F, (¢ = p®

est une puissance d’un nombre premier). Si I(q,d) désigne le cardinal de Py(d), on a pour

n € N*, .
n
I = = M
(q,d) nEﬁu<d>q

dn

Preuve :

Lemme 1. Pourn e N*, X" — X =[] [[ PX).
dln PEP,(d)

Preuve : Soit P € P,(d), 'anneau K = F,[X]/(P) est un corps (car F,[X] est principal) de
cardinal ¢% donc isomorphe a F 4, ainsi Vz € K, 77 =g,
Or, sin = dk, on a 27" = 29" = (qu)qu...qu donc par récurrence 24" = z donc X7 — X =0 et P
divise X" — X dans F,[X]. Comme les éléments de P,(d) sont irréductibles, le produit [[ ] P(X)

dln PEPy(d)

divise X" — X.
Réciproquement, soit P un facteur irréductible de degré d de X ¢ _ X dans F,[X],
Comme Fn est un corps de décomposition de X" — X, P est scindé sur Fn,
Si x est une racine de P, on a [F,» : Fy] = n, par multiplicativité des degrés, [Fyn : Fy(x)][F,(x) :
F,] = n. Or, comme P est irréductible, F,(x) est un corps de rupture de P de degré d sur F, donc
d|n.
Montrons que X9 — X n’admet pas de facteur double (ou plus), s’il existe un tel facteur, alors
X7 — X admet une racine double dans un corps de décomposition.
Or, (X" — X) = ¢q"X9" "1 —1 = —1 car K (car caractéristique p) donc X?" — X n’a pas de racine
double dans un corps de décomposition. O



Lemme 2 (Inversion de Mébius). Soit g : N* — C, soit G(n) = > _ g(d), on a
d|

vn e N*, g(n) = 3" u(d)G (Z)

din

ou i est la fonction de Mobius

Preuve : Soit n > 2,

Soit p1,...,p, les diviseurs de n, (on a r > 2),
" (r
Sud = > (=X ( )(—1)8 =(1-1)"=0
dln 1] s=0 \¥
Donc
0 sin>?2
d) = -
%:”M ) {1 sin=1

Sin €N dnet d|% <= d|netdlF, donc

S (G (5) = X ald) X g(d) = X X pldg(d)

dn e din &'
= Z|: lZ u(d)g(d')
= Eljg(d’) dou(d)  =g(n)
&'[n d|n

=0 sauf pour d'=n

Passons a la preuve du théoréme, on a

deg(X"" = X)=¢" =Y > deg(P)=Y dI(q,d)

dln PePy(d) dn

D’ou par inversion de Mobius,

(g, d) = iZu(Z) q’

d|n



Annexe

n

Application. On a I(q,n) ~ i

n—-+oo n

Preuve : En posant r, = Z W <Z> ¢, on a

d|n
d<n

]
Il <> ¢t <
d| d

d<n

w3

J
¢’
0

glzlt1 —1

qg—1

Donc r,, = —>O+ (¢"), comme I(q,d) = qn% on a le résultat. O

Application. Pour tout n € N*, il existe un polynome irréductible sur F, de degré n.

Preuve : Comme ¢" =) _dI(q,d),
dn
Donc pour tout d € N*, ¢¢ > dI(q,d) d’ou

nl(q,n) =q" — Z dI(q,d)
d|

d#n
> =3¢
dln
d#n
n—1 n—1 __ 1
N
d=1 q-

Quelques polynémes irréductibles

— Sur Fy, on a
— Po(1) ={X, X +1} = I(2,1) =2
— P(2) ={X?+ X +1} = 1(2,2)=1
— P3)={X}+ X+ 1, X34+ X?+1} = 1(2,3)=2
— Sur F3, on a
— Ps(1)={X, X +1,X+2} - 1(3,1)=3
— P3(2) ={X*+1, X2+ X +2,X?+2X +2} — I(3,2) = 3
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